TD LIMITE DUNE FONCTION 
EXERCICES D'PPLICATIONS ET DE REFLEXIONS AVEC SOLUTIONS 


PROF : ATMANI NAJIB 


1BAC SM BIOF 


LIMITE D'UNE FONCTION 


Exercice : Soit la fonction : f : IB a 
+ 


Montrer en utilisant la définition que : lim f (x)- 0 


Solution : Montrons que : 
(Ve > 0) (3a >0) (VvxeDf) (0«|x |«a|f (x) | « € ? 


1 1 
Soit: xe -+;d - 
oi ve | E onc| (x) 


Aj 2x 
x«l 
Soit £ > 0 on cherche a >0 tel que : 
0«|x |«a2|f(x) | « € 
Pour avoir |f(x) | < € il suffit d'avoir 2|x| 4 £ et 
Lx] <} cad [ps Ê et [x] <} 
2 2 2 
Il suffit de prendre a le plus petit des 


nombres : > ap 

donc: lim f (x)- 0 

Exercice2 :1)monter que : lim x’ ZH =0 
x X 


2)a)monter que : Vx e ]-ki[ : h? -5x|«elx 


«(d 


«x? etona limx? 20 
x0 


b)Calculer lim x +5x 


Solution : 1) ona VxeR' «1 


2 
x? ex(2] 
x 


: 2 
Donc: lim x? cos (2) =0 
x0 X 


donc 


2)a) on a : j^ «5x - xe 5) - [x] be] 
Et puisque : xe[-1:1] alors : 4<x+5 <6 
alors : |x+5|< 6 donc |x? -5x| «6| 


b) puisque : lim6|x| - 0 alors : lim x +5x 


Exercice3 :monter que: lim 2 + x?sin (=) 2? 
Xx P 
| | | 
Sin| — 
X 
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Solution : x e R* €] donc: 


m 


Alors : lim f (x) =? 


(9-12 


«x? etona limx? -0 
x0 


Exercice4 :monter que: lim 42x + =3 


Solution : vee[- ien 
3)-32 Je dmm Sie 
2x (2x+1+3 
etona V2x+1+32>3 donc: I (x)-31< 4 
et puisque : lim|x - 4| 0 Alors ; lim f (x)=3 


Exercice5 :étudier la limite de la fonction : 


zT 2. 
qoc | en O 
X 
Solution : 


On remarque que : (Vx € R*) : 


(Jie n (Vier) 


f(x) 2 z 1+x2-1 
x( Vic? +1) x( Vic? +1) 
(on a multiplié par le conjugué) 
X 
= ———— — D'autre part : 
fe) 1+x2+1 p 


(vx € R*)([f(x)| < |x|) et puisque lim |x| =0 alors 


lim f (x)= 
Exercice6 : Soit la fonction définit par : 
f(x)» x2+3x+2 


monter que : lim f (x) = 


Solution : f(—-1+h)-6=h2-5h 
|/Ct«h)-8-pe- 5h = 5 

Sihe]-Lif alors : |f (-1«5)- 6| < 6|h| 
puisque : lim6|h| - 0 alors : lim f (—1+h)-6=0 
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donc lim f (x) z 


Exercice7 : Soit la fonction définit par : 
x-1 


re 


x+1 


cs 1 
monter que : lim f (x) - — 


Solution : f(—-1+h)-6=A2-5h 


1 2h 
24h)-2-2—— 
f( ) 3 3+h 
Si hel-1;1| alors : |f (2 m-t- 2h <in 
JE alors : |s (2+n) -3 = sh 


; | | 1 
puisque : lim|h|=0 alors : lim f(2+h)-7=0 


donc : lim f (x)= 


x32 


iilos 


: ; . Jf:R>R 
Exercice8 :Soit la fonction 
xex-E (x) 
Où E désigne la partie entière. 
1- Ecrire les expressions de f sans utiliser la 
partie entière sur les intervalles ]0,1[ et ]1,2[. 
2- Construire la courbe de la restriction de f sur 
[0,2]. 
3- La fonction f admet-elle une limite en 1. 
4- Soit la fonction g(x) = x et h(x) 2 x - 1 
a) Remarquer que f et g sont confondues sur 
]0,1[ et que f et h sont confondues sur ]1,2[ 
b) déterminer les limites de g et de A en 1. 
Ix —1|x 
x2-] 
Déterminer lim f (x) et lim f (x) 


x-1 x«l 


Exercice9 :Soit la fonction f : x => 


Solution : VxeR-{-1:1} 


(s-)e ox 


Si: x1: Ne M, A 
fe [xc Dx x41 
1 
Donc : 1 do Le 
imf (> 9 rad 2 
Si: x<1: __—(=1)x __ x 
f (=) (x-1)(x41) x41 
Donc : lim f (x je ecl 
1 ral x+1 2 
Remarque : lim f (x) * lim f (x) 
x-1 x«l 
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Exercice10 : 


La courbe ci-contre est la courbe de la fonction 
définie par Morceaux comme suite : 

f:RoR 

xeo1-xsix& 1 

xe x2six > 2 

Déterminer graphiquement les limites de la 
fonction f à droite et à gauche de 1. 
Exercice11 :Soit la fonction g définie par : 
gR—R 

xeo2x?-x-3sixz2l1 
xeo-x^-x-asix«1 

Déterminer a pour que la fonction g admet une 
limite en 1. 

(x41)? 


pei 


Exercice12 :Soit la fonction f : x 5 


Etudier la limite de f en x, 2 -1 
Solution :Déterminons lim f (x) et lim f (x) ? 
uude x«-1 
Solution : vx e R-{-1;1} 
(x) — x 
[x 1x - 1] x-1 


Si: -1<x<x1 : f(x)= 


x+1 


Donc : li = lim- —— =0 
ime) vu xl 
2 
Si: x«-1 OPI). ciel 
ESSA etel ced 
Donc : lim f (x )- lim 3*1 0 
x Mu et 
donc : EPE ot : lim f (x)= 
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—3 
x2+2 


Exercice13 : Soit la fonction : f : x» 
déterminer : lim f(x) et lim f (x) 
Solution : vx eR' ona x?4-22 x? donc 


3 3 
|f (x Js etona lim — = lim — —0 donc: 
>+% x2 x- x2 


lim f (x) = lim f(x) = 


X—>+00 


1+sin x 


1+/x 


Exercice14 : Soit la fonction : f : xi 


déterminer : lim f (x) 


ona 12x » x et 


Solution : Vx € R 


, 1+si 2 
O<1+sin x € 2 donc Bde < — be 
|f (x je etona lim —— — O0 donc: 


T 
im (= 


Exercice15 :Soit la fonction : 


00 
xc X 


fixe (x? £x! )sin- déterminer : lim f (x) 


s í . 1 
Solution : Vx eR'ona -1€sin— X1 et x? x 20 
x 


«d 
donc —x° -x* < (x +a“ )sin— <x’ +x’ et puisque : 
X 


lim x? + x* = lim- x? — x^ = 0 alors : lim f (x )=0 


x0 x0 


Exercice16 :Soit la fonction : f : x 3x° - 5x41 
déterminer : lim f (x) 
X—-o0 

Solution : Yx e R'ona 3x? € 3x? - 5x41 et et 
puisque : lim 3x? —-rFoaglors: lim f(x) = +00 

X—+00 x—> +0 
Exercice17 : Soit la fonction : f : x x+sinx-1 
déterminer : lim f (x) 
Solution : YVxe Rona —1<sinx<1 donc: 
x—2< f(x)< x et puisque : 


lim x=— alors: lim f(x) = —00 


2+sin (=) 
LL NE 


x 


Exercice18 :Soit f (x)= 
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1- Montrer que (Vx € R*) f (x)z 2 
X 


2- En déduire lim f (x) 
Exercice19 : déterminer : lim 22 x 


Solution : 
ona lim 32 2 4«o; lim-4/x =-0 


X—+00 X00 


Donc Formes indéterminée : "+%- oo" 


x—> +0 X—+00 X—+00 


lim + =0 et lim x2=+00 


xo xl X X—+00 


lim x2— x = +00 


X—+00 


puisque : 


alors : 


Exercice20 : déterminer : 


lim x2— x = lim 23 xu ef) 


. 1 
lim x^ +x+2+— 
x0 


X 


Solution : on a : 


UU. 1 
Donc : lim x” +x+2+— =+% 
x0 X 


Exercice21 : déterminer : 


3) lim 2x - x^ - x4 


X—+00 


Solution : 1)on a : lim(x-1) 


A Ji 
x +l l 
z= lim ————- 


etona: 


X—>+00 


3 


; 1 , 
et lim1-—-21 Donc: lim 
X X—+0 


X—+0 


3) lim 2: - x32 - x &4- lim 2x 


X90 X—-oo 


(vx 


2x 2x 
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2 
5 
x 


. . 1 
lim x^ +x+2=2 et lim— = +% 
x90 x20 x 


=0" et lim x° +1=2 


lim -0et lim 2 =0 et lim te 
D y o X 


= =+® car lim x=+0 


X00 


| 


TE" . 1 . 1 

ona: lim—= lim — = lim — -0 et 
XH x7 X—-00 2x X00 2x 

lim x? =+0 donc lim 2x° + x? - x44 2 +00 


X—+00 XCS4e0 


lim 2x? +x” -x*4- lim og" (ende 


es x 2x2 x 
"D^ . 1 "Wm 
ona: lim —- lim — = lim — =0 et 
X—-—900 P X—-—00 D x? X——0 2x 


lim x°=- donc lim 2x? +x? - x 44 2 00 


X—-—90 X—+0 


1 

Exercice22 :calculer lim VLA 
5 by-2 

Solution :on a : lim 3x+1=4 


ona: lim x? +x-2=0* 


xt 
x Bes — 2 


T 
17 P109 


Donc wo NM 
xor x^ x—2 


Exercice23 : Déterminer les limites suivantes : 


l«— +o 


x? -x—2 | 4 


2 4 
1) lim 2x+5x?-7x* 2) im 2 —7*. 
iren >+ y —10x" +14x 
2. 3 2. 
3) li 3x ni ES im A x 
ad 3o eH 2x 4244 


5)lim ES —3 


3 x° —3x+2 


Solution : 1) lim 2x4 5x? -7x = lim- 7x! 2-0 
2x+5x = 70 "ES RAW 
2) lim —— —————, - lim — = lim — = 00 
x29 x —-10x^ - 14x X00 14x X—-00 2 
2 5 5 
3) lim Sui di = lim s = lin-—-0 


c9 xy +2x° 
Exercice24 : Déterminer les limites suivantes : 


iim 2) lim pane i 3) lim JB sin x- cos x 
x20 sin 3x x0* E T 
6 X—=— 
6 
Solution : 1) 
. Sin2x . sin2x 3x 2 2 2 
lim — = lim X— x—=1I1xIx—=— 
xo sin3x  »o9 2x  sin3x 3 3 3 


cos Bu 1 


2) lim directement on trouve une 


x0* 


formes ee : 
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cosy x -1 1|1-cos Jx | 1| 1— cosh 1 
lim lim > im 7 -—x]-- 
—0* X x0 2 ( xy h> 2 h 
Eu 2 


(On pose x - A) 
3) lim V3 sin x cos x 


On montre que : sin cos x = 2sin( x-2) 


2sin yZ 
3sinx-cosx . 6 
m — lim 


mc 
6 > ~ 6 x= 


A 
6 6 


T z 
On pose x-— =h) donc «52 enr>0 
6 


sin À 


Donc: = 21im =2x1=2 


h—0 


Exercice25 : Déterminer les limites suivantes : 


1) lim x? sin 2 2) lim i 3) lim 4 —— ——— 
x20 X xc e y xo x (2 cos x) 


1+ sin x 


4) lim 1+ ——* 


Solution : 1)on pose : f (x) x sin? 
X 


«(t 


"E RET - 
limx' =0 Alors : lim f (x)= 


VxemR' <1 donc :|f (x) «x? et on a 


COS X 
3 


2) lim 225 ? on pose : f(x)= 


X0 y X 


VxeR  fcosx|<1 donc :|f (x |s etona 


lim 3E i Alors : lim f (x)= 


X—+00 X0 
xf 


l+sinx 


3) l 1+sin x | 
x^ (2+cos x) 


^* __ ? on pose: = 
= x (2 cos x) P f(x) 


YxeR* —1<cosx<1 et—1<sinx<1donc: 


pu. donc0< f{x)<— 
2+cos x 
Et puisque : lim 0-0 et lim 220 Alors : 
X—>+00 Xx y 
lim f (x)=0 
4) lim1+ ? on pose : f(x)=1 a: 


scr TN +1 Jm 
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VxemR' dde du ^ cad "odis 


1 
donc : <— donc: f(x 
244x'41 X din: W 
Et puisque : lim | =0 Alors : lim f(x)=1 


x -> |x] 


Exercice26 : Soient les fonctions tels que : 


f(x)=V2x+1( -3x +x) et g(x )- eel 


—3x +1] x41. 
rer. et h(x) =y sins 


1)Déterminer : 


ONE 
2)Déterminer : lim g(x) et limg(x) 
3)Déterminer : lim (x) 

4)Déterminer les limites aux bornes du domaine 
de définition de k 

Solution : 


1)Déterminer : lim f (x) et f(x }=V2x#1( -à +x) 
lim2x+1=5 et lim-3x +x=-10 

Donc : lim f (x)= VS x(-10)= -1045 

lim 2x+1= lim 2x= +0 


lim V2x+1 = +00 


lim- 3x +x= lim -3x =-00 


X—>+0 


Donc : 
Etona: 


Donc : lim f (x)=- 


e 2) img(x) ? et «(x)- eee 
Ona: 


lim Vx =+% donc : lim Vx+1=+00 
X00 X00 


"C \3+1 et lim-2: «1--17 et lim(x-3) -0' 


donc : lim g (x) - 


3) limh(x) ?. 


x20 
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: . x2+]sinx 
limh (x) = lim 3 
x20 x20 X X 


x0 


Or ete et puisque : lim x? +1 = let lim x? = 0° 
x 


. Ml ; 
et lim——=+ alors : lim (x) =+% 
x90 X x90 


—3x+1 
4) k(x)= re donc : D, =]-x;0[U]0;2[U ]2;+0f 
o lim k(x)= lim 2*1 lim = = lim 320 
X—+0 240 y^—2x >+ x x40 Xx 
; apa ael eu. UID as 
Qoa ec e 


e lim-3x«1-1 et limx -2x-0 


Etude du signe de : x^ - 2x 


Donc : lim x -2x-0 et lim x! 2x =0" 

Donc : lim k (x)= = et lim k (x)= +0 
lim-3x+1=-5et lim x° -2x- 0" et lim x -2x-0 
Donc : lim k(x) == et lim k(x)=+0 


Exercice27 : calculer les limites suivantes : 


2x2 2 . 2x +3x2-4x-1 

1)lim 1m —— — — 
122 x? 43x -10 x91 x-1 
tan x-1 
3) lim Vx «x-x — 4) lim — 
X900 A» uni 
4 


Solution : 1) limJ2x-2-0 et limi «3x-10-0 


on trouve une formes indéterminée : «9. 
0 


CERE, 


D x &3x-10 ELM *3x-10) (42x +2) 


_… Qx-4) | 1 Lcd E: 
"(a2 (x-2)(x45) axe) (x45) l4 
2) lim ay + 4x- 1, 


Ona: x ek +x+1) 


Année Scolaire 2018-2019 Semestre1 


Et 22? 4332 - 4x -1- (x1) (2x? € 5x 1) 


« C'est en forgeant que l'on devient forgeron » 


Donc : Dit un proverbe. 
2 C'est en s'entrainant réguliérement aux calculs et exercices 
20438-4x-1 , (x-I)(2+5x+1) 2454 8 
m= c a lim— m Que l'on devient un mathématicien 
T xal an (x-1)(x +x+1) #1 x4x4 3 


3) lim 4x'«x-x ? 
Ona: lim x? - x 24 donc: lim Vx? +x 24 
x—> +0 X490 


Et lim-x--—o» 


X>+ 


on trouve une formes indéterminée : "+-" 


[V e [ees 
lim 4x? - x -x = lim 4——————2——.——— 
X900 X—+00 | FRE) 


Dar ED 
lim d 4x-x-lim- EE ji 0 
X420 X420 oO pay X496 ( 3 
x|l-—-x 
X 
. X 
= lim ———————— Or x — +œ donc x = x 
X—+0 1 
lx| [iles 
X 
E UE NES, 
X40 1 X—>+0 1 2 
x| Toe el E dud | 
X X 
4) li tanx-1 
4 x--— 
O 4 2 
n pose rm donc x24 9n20( 
an (87) 
tanx—1 e 
li lim 
xf IT h—0 h 
LE 
4 
tanh+t d 
z) SETTE.  tanh+l 
or: tan| h+ = = 
1— tan hxtan Z l-tanh 
4 
lim tanx—1 m 2 ,Unh 2. 15 
Nu mT ^90 ]—tanA h 1 
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